Chapitre 4

Classification Ascendante
Hierarchique (CAH)



Introduction

1 Introduction

On présente ici les enjeux de la classification non-supervisée et de la classification supervisée.

1.1 Classification non-supervisée

: On considére n individus extraits au hasard d’'une population. Pour chacun d’entre eux,
on dispose de p valeurs de p caractéres Xi,..., X,.

Partant des données, I'objectif est de regrouper/classer les individus qui se ressemblent le
plus/qui ont des caractéristiques semblables.
Ce regroupement peut avoir des buts divers : tenter de séparer des individus appartenant &
des sous-populations distinctes, décrire les données en procédant a une réduction du nombre

d’individus pour communiquer, simplifier, exposer les résultats. ..
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Dans une classe, un professeur souhaite faire des bindmes constitués d’éléves ayant des

compétences semblables. Parmi ceux-ci, 6 éléves ont obtenu les notes suivantes :

Maths | Physique | Ed Mus | Art Plas
Boris 20 20 0 0
Mohammad 8 8 12 12
Stéphanie 20 20 0 0
Jean 0 0 20 20
Lilly 10 10 10 10
Annabelle 2 2 18 18

Tous les éléves ont une moyenne de 10/20 mais, vu les notes,

o Boris et Stéphanie ont un profil similaire,

o Mohammad et Lilly ont un profil similaire,

o Jean et Annabelle ont un profil similaire.

Finalement, le professeur décide de faire 2 groupes cohérents de 3 éléves avec ces 6 éléves. Lesquels

proposez-vous 7



Introduction

En comparant les notes par matiére, on propose :

o Groupe 1 : Boris, Stéphanie et Lilly,

o Groupe 2 : Mohammad, Jean et Annabelle.

De plus, par exemple, le profil de Jean est plus proche de celui de Lilly, que celui de Stéphanie.
Bien entendu, cette analyse intuitive n’est pas possible si, par exemple, on a 30 éléves & classer

par groupes de 3 et on considére 12 matiéres. C’est pourquoi des méthodes mathématiques ont

été mises en place.

Quelques exemples d’applications de la classification non-supervisée sont présentés

ci-dessous.

o Application 1 : En biologie, on veut regrouper les espéces suivant leurs caractéristiques et donc

leurs origines communes.
o Application 2 : En psychologie, on veut classer les individus selon leur type de personnalités.

o Application 3 : En chimie, on veut classer des composés selon leurs propriétés.



Classification non supervisée

On considére n individus I' = {wi,...,w,} extraits au hasard d’une population. Pour
chacun d’entre eux, on dispose de p valeurs de p caractéres Xy, ..., X,. Dans un premier temps,

on suppose que les caractéres étudiés sont quantitatifs.

Les données sont donc de la forme :

X | ... | X,
w1 11 | - | Tp1
Wo || T | oo | Tpm
ou, pour tout (4,7) € {1,...,n} x {1,...,p}, z;; = X;(w;) est I'observation du caractere X; sur

I'individu w;.
Partant des données, 'objectif est de regrouper/classer les individus qui se ressemblent le

plus/qui ont des caractéristiques semblables.



Les méthodes

Pour atteindre l'objectif, plusieurs méthodes sont possibles. Parmi elles, il y a

o

'algorithme de Classification Ascendante Hiérarchique (CAH)

I

o

I'algorithme des centres mobiles,

o

I'algorithme de Classification Descendante Hiérarchique (CDH),

o

la méthode des nuées dynamiques (partitionnement autour d’un noyau),

(0]

la méthode de classification floue,

o

la méthode de classification par voisinage dense.



Ftude de ressemblance

3.1 Nuage de points

On appelle matrice de données associées a I' la matrice X définie par

11 .. Tpa
X =
Tin -+ Tpn
Pour tout 7 € {1,...,n}, I'individu w; peut étre représenté dans RP par un point
m; de coordonnées (x1;,...,p;). On appelle nuage de points la représentation graphique de
I’ensemble de ces points. 1l est noté N' = {m,...,m,}.

On dira que des individus se ressemblent si les points associés sont proches les uns
des autres/si les distance qui les séparent sont petites.
Ainsi, on souhaite rechercher dans N les zones denses pouvant correspondre & des groupes d’in-

dividus qu’il s’agira d’interpréter par la suite.



Ftude de ressemblance

On considére la matrice de données X associée a 5 individus, I' = {wy,...,ws}, définie

par

7.5

"

|
. ) .
ot w =~

0.5

Implicitement, on considére donc 2 caractéres Xi et Xs. Par exemple, l'individu wy a pour

caractéristiques X1 = 7.5 et Xo = 4.



Ftude de ressemblance

Le nuage de point associé est :

5.0

4.5

4.0

3.0

25

2.0




Ftude de ressemblance

La problématique est la suivante : comment regrouper ces individus en 2 ou 3 groupes, par

exemple, en fonction de leur position dans R??
Visuellement, en fonction des zones denses, on peut envisager

o les 2 groupes suivants :
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Ftude de ressemblance

On considére un tableau de notes de 6 éléves :

Maths | Physique | Ed Mus | Art Plas
Boris 19 17 2 8
Mohammad 7 8 12 12
Stéphanie 20 19 9 9
Jean 1 6 18 17
Lilly 10 11 12 12
Annabelle 2 12 18 18

La matrice de données X associée est

19 17 2 8

20 19 9 9

10 11 12 12




Ftude de ressemblance

La problématique est la suivante : comment regrouper ces individus en 2 ou 3 groupes, par
exemple, en fonction de leur position dans R*?

La représentation graphique dans R? n’est donc pas possible.

Une solution est de considérer le plan principal d’une analyse en composante principale (ACP),

méthode statistique qui ne sera pas développée ici. Cela donne la représentation graphique sui-

vante :
Individuals factor map (PCA)
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Ftude de ressemblance

Individuals factor map (PCA)
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Notion de distance

3.2 Distances

On peut donc aborder le probléme de la ressemblance entre individus par le biais de la
notion de distance. On appelle distance sur un ensemble M toute application d : M? — [0, 00|
telle que
o pour tout (z,y) € M?, on a d(x,y) = 0 si, et seulement si, = = y,

o pour tout (z,y) € M?, on a d(z,y) = d(y, ),

o pour tout (z,y,2) € M>, on a

d(z,y) < d(z,z) +d(2,y).



Notion de distance

Soient m € N*, z = (21,...,2,) € R™ et

m
d(z.y) =Y | — uil-
i=1

Soient m e N*, ¢ > 1, x = (z1,...,2mp) ER™ et
y=(y1,..., Ym) € R™. On appelle distance de Minkowski entre z et y la distance :

1

m E
d(z,y) = (Z |z; — Z/i|q> :
i=1

Soient m € N*, x = (x1,...,2y,) € R™ et
v = Ym) € R™. On appelle distance de Canberra entre z et y la distance :
d(z,y) = R

B P s + il



Notion de distance

Soient m € N* x = (z1,...,2,) € R™ et
y=(y1,.--, Ym) € R™. On appelle distance maximum entre z et y la distance :
d(xz,y)= sup |x; — vl
ie{l,...m}

Quelques commandes R : Quelques commandes R associées a ces distances sont :

x = c(1, 16, 2, 9, 10, 16, 1)

y = c(14, 9, 9, 12, 4, 3, 13)

z = rbind(x, y)

dist(z, method "euclidean")

dist(z, method

"manhattan")

dist(z, method = "minkowski", p = 6)

dist(z, method = "maximum")

Dorénavant, pour raison de simplicité et de popularité, seule la distance euclidienne sera consi-

dérée.



Notion de distance

Pour tout (u,v) € {1.,..., n}? avec u # v, la distance euclidienne

entre les individus w,, et w, est

P
d(wy,wy) = Z(TJU — Tjy)?

=1

Soit d une distance. On appelle tableau des distances associées aux indivi-

dus (wi,...,wy,) le tableau :
w1 w2 . Wp—1 Wn,
w1 0 dig | ... | dip-1| din
w2 dQ‘l 0
D =
Wn—1 d‘n—l‘l cee cee 0 dn—l,n,
Wn, dp cee R | 0




Notion de distance

On considére la matrice de données X définie par

N}
[N}

I

S .
;o ® g
= Ot W

En prenant 2 chiffres aprés la virgule, on a, par exemple,

d(wi,we) = V(2 -7.5)2 4 (2—4)2 =5.85.

En procédant de méme, on obtient le tableau des distances :

w1 0 | 585|141 | 3.35 | 4.47
wo || 5.85| 0 |4.60 | 7.07 | 1.50

wg || 1.41]4.60| 0 |3.20]3.16

wy || 335 707|320 0 |559

ws || 4.47 | 1.50 | 3.16 0

ot
wt
o




Notion d’écart

3.3 Ecarts

Soit P(I') Pensemble des parties de I'. On appelle écart toute application e : P(I')? — [0, oo

définie a partir d’'une distance et évaluant la ressemblance entre deux groupes d’individus.

Plus I’écart entre deux éléments est petit, plus ils se ressemblent.



Ecarts usuels

Fearts usuels : Parmi les écarts usuels entre deux groupes A et B/méthodes usuelles mesurant la

ressemblance entre deux groupes A et B, il y a :

o Ecart simple (single linkage)/Méthode du plus proche voisin :

(A, B) = i d(w, wy).
(A.B) = i )

L’écart entre deux groupes A et B est caractérisé par la distance la plus faible entre un

point de A et un point de B :



Ecarts usuels

o Ecart complet (complete linkage) /Méthode du voisin le plus éloigné :

A, B) = d(w, wy).
6( ’ ) (w,wlgzéﬁxB (WIW)

L’écart entre deux groupes A et B est caractérisé par la distance la plus forte entre un point

de A et un point de B :




Ecarts usuels

o Ecart de Ward : Soit d la distance euclidienne. La méthode de Ward considére Pécart :

nanpg 2
(A, B) = —————d \ \
e(A, B) I (94.9B),

ou g est le centre de gravité de A, et gp celui de B. On rappelle que g4 est le point
de coordonnées (71 4, ..., Tp.A), ou, pour tout j € {1,..., p}, Tj 4 désigne la moyenne des

valeurs observées du caractére X; sur les n 4 individus du groupe A. De méme pour gp.

Cette méthode prend en compte a la fois la dispersion a l'intérieur d’un groupe et la dis-
persion entre les groupes. Elle est utilisée par défaut dans la plupart des programmes infor-

matiques. Elle fera 'objet d’un chapitre & venir.



Tableau des écarts

Soit e un écart défini par une des méthodes précédentes. On appelle tableau

des écarts associé aux groupes d’individus (Aq,...,A,) le tableau :
Al AQ cee An—l An,
Al 0 €1,2 cee €1n—1 €ln
A2 €21 0
E= :
An—l €n—1,1 ce cee 0 €n—1,n

An €n,1 s s €nn—1 0

oi, pour tout (u,v) € {1,...,n}? avec u # v,

Cuv = e(Au-, Arv)-



Tableau des écarts

On considére la matrice de données X dans R? définie par

2 2
75 4
X=13 3
05 5
6 4

On considére la méthode du voisin le plus éloigné munie de la distance euclidienne.

Le tableau des écarts associé a ({w1},..., {ws}) est en fait le tableau des distances :

w1 w2 w3 Wy ws

w1 0 5.85 | 1.41 | 3.35 | 4.47

wo || 5.85 | 0 |4.60 | 7.07| 1.50

w3 || 1.41 | 460 | 0 |3.20] 3.16

wyq || 3.35 | 7.07 | 3.20 0 5.59

ws || 447|150 | 3.16 | 559 | 0




Tableau des écarts

Soit A le couple d’individus : A = {w1,ws}. Par la méme méthode, on obtient
e(wa, A) = max(e(ws, wy), e(w2,ws)) = max(5.85,4.60) = 5.85,

e(wyg, A) = max(e(wy, w1 ), €(wg, w3)) = max(3.35,3.20) = 3.35

et

e(ws, A) = max(e(ws,wy), e(ws, ws)) = max(4.47,3.16) = 4.47.



Tableau des écarts

Le tableau des écarts associé a ({wa}, {ws}, {ws}, A) est

w9 Wy ws A
w9 0 7.07 | 1.50 | 5.85
wy || 7.07 0 5.09 | 3.35
ws || 1.50 | 5.59 0 4.47
A || 585 | 3.35 | 4.47 0




Algorithme de Classification Ascendante
Hierarchique (CAH)

4.1 Introduction

L’idée de I'algorithme de Classification Ascendante Hiérarchique (CAH) est de créer, a chaque
étape, une partition de I' = {wy,...,w,} en regroupant les deux éléments les plus proches. Le
terme "élément" désigne aussi bien un individu qu’un groupe d’individus.

On veut

o mettre en relief les liens hiérarchiques entre les individus ou groupe d’individus,

o détecter les groupes d’individus qui se démarquent le plus.



Algorithme de Classification Ascendante
Hierarchique (CAH)

4.2 Description de P’algorithme

L’algorithme de CAH est décrit ci-dessous :

On choisit un écart. On construit le tableau des écarts pour la partition initiale des n individus

deI':

Chaque individu constitue un élément.

On parcours le tableau des écarts pour identifier le couple d’individus ayant 1’écart le plus
petit. Le regroupement de ces deux individus forme un groupe A. On a donc une partition

de I de n — 1 éléments : A et les n — 2 individus restants.

On calcule le tableau des écarts entre les n — 1 éléments obtenus a 1’étape précédente et on
regroupe les deux éléments ayant 1’écart le plus petit (cela peut étre deux des n—2 individus,
ou un individu des n — 2 individus restants avec A). On a donc une partition de I" de n — 2

éléments.
On itére la procédure précédente jusqu’a ce qu’il ne reste que deux éléments.

On regroupe les deux éléments restants. Il ne reste alors qu'un seul élément contenant tous les

individus de I



Exemple

Ci-dessous, un exemple graphique des étapes de 'algorithme CAH :
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Commande R

Quelques commandes R : hclust et agnes : On peut aussi utiliser la commande hclust (pour Hie-

rarchical CLUSTering) :

x = c(2.4, 7.1, 3.8, 1.2, 6.5, 2.1, 4.3, 3, 5.1, 4.3)
m = matrix(x, ncol = 2, nrow = 5)
d = dist(m, method = "euclidean")

cah = hclust(d, "complete")

cah$merge




Commande R

Si on a directement affaire au tableau des distances, la commande est as.dist :

M = matrix(c(0, 23, 15, 22, 30, 26, 20, 23, 0, 26, 25, 16, 25, 33, 15, 26,
0, 28, 37, 28, 20, 22, 25, 28, 0, 22, 7, 28, 30, 16, 37, 22, 0, 20, 22, 26,
25, 28, 7, 20, 0, 18, 20, 33, 20, 28, 22, 18, 0), byrow = T, ncol = 7)
rownames (M) = c("A","B","C","D","E","F","G")

colnames(M) = c("A","B","C","D","E","F","G")

d = as.dist(M)

cah = hclust(d, "single")

cah$merge

Alternativement & hclust, on peut utiliser la commande agnes (pour AGglomerative NESting)

qui offre plus de possibilités :

x = matrix(c(1, 16, 2, 9, 10, 16, 1, 17, 15, 2, 1, 37, 0, 14, 9, 9, 12, 4,

3, 13), ncol = 5, nrow = 4)

library(cluster)
ag = agnes(x, method = "average")
ag$merge

Avec agnes, on peut soit travailler directement avec la matrice de données (en précisant

diss = Fsilamatrice est carrée, sinon la commande comprend), soit avec le tableau des distances

(en précisant diss = T).



Dendrogramme

4.3 Dendrogramme

Les partitions de I faites a chaque étape de 'algorithme de la CAH peuvent se
visualiser via un arbre appelé dendrogramme. Sur un axe apparait les individus & regrouper et
sur 'autre axe sont indiqués les écarts correspondants aux différents niveaux de regroupement.

Cela se fait graphiquement par le biais de branches et de nceuds.

Une partition naturelle se fait en coupant I’arbre au niveau du plus grand saut de nceuds.



Exemple

On considére la matrice de données X dans R? définie par

2 2
75 4
X=13 3
05 5
6 4

On va regrouper les individus avec 'algorithme CAH et la méthode du voisin le plus éloigné
munie de la distance euclidienne.

o Le tableau des écarts associé¢ a Py = ({w1},...,{ws}) est

w1 w2 w3 w4 ws

w1 0 5.85 | 1.41 | 3.35 | 4.47

wy || 5.85 0 4.60 | 7.07 | 1.50

w3 || 1.41 | 4.60 0 3.20 | 3,16

wyq || 3.35 | 7.07 | 3.20 0 |5.59

ws || 4.47 | 1.50 | 3.16 [ 5.59 | O




Exemple

Les éléments (individus) wy et w3 ont I'écart le plus petit : ce sont les éléments les plus proches.

On les rassemble pour former le groupe : A = {wy,ws}. On a une nouvelle partition de I :

Pr = ({ws}{wa}. {ws}. 4).

o Le tableau des écarts associé a P; est

w9 Wy ws A

w9 0 7.07 | 1.50 | 5.85

wy || 7.07 0 5.99 | 3.35

ws || 1.50 | 5.59 0 4.47

A || 5.85 | 3.35 | 4,47 0




Exemple

On a

e(w2, A) = max(e(ws, w1), e(wa, w3)) = max(5.85,4.60) = 5.85,
e(wyg, A) = max(e(wq,w1), e(wq, w3)) = max(3.35,3.20) = 3.35

et
e(ws, A) = max(e(ws,w1), e(ws, w3)) = max(4.47,3.16) = 4.47.

Les éléments (individus) we et wy sont les plus proches. On les rassemble pour former le groupe :

B = {w2,ws}. On a une nouvelle partition de I :

PQ = ({w4},A, B)

Le tableau des écarts associé a P9 est

wy A B

w4 0 3.35 | 7.07

A | 3.35 0 5.85

7.07 | 5.85 0




Exemple

o Le tableau des écarts associé a Py est

w4 A B

wi | 0 |3.35]|7.07

A || 3.35 0 5.85

B || 7.07 | 5.85 0

e(B,w4) = max(e(wa,wy), e(ws, wq)) = max(7.07,5.59) = 7.07

et
e(B, A) = max(e(wsa, A), e(ws, A)) = max(5.85,4.47) = 5.85.

Les éléments w4 et A sont les plus proches. On les rassemble pour former le groupe :

C = {wy, A} = {w1,w3,ws}. On a une nouvelle partition de T :

Ps = (B,C).



Exemple

o Le tableau des écarts associé a P3 est

B 0 7.07

c|707| 0

On a

e(C, B) = max(e(wy, B),e(A, B)) = max(7.07,5.85) = 7.07.

11 ne reste plus que 2 éléments, B et C'; on les regroupe. On obtient la partition
Ps = {wi,...,ws} =TI Cela termine l'algorithme de CAH.

o les éléments {w;1} et {ws} ont été regroupés avec un écart de 1.41,

o les éléments {wo} et {ws} ont été regroupés avec un écart de 1.50,

o les éléments A = {w;, w3} et {w4} ont été regroupés avec un écart de 3.35,

o les éléments C' = {wy, A} et B = {wo, w5} ont été regroupés avec un écart de 7.07.



Exemple

On peut donc construire le dendrogramme associé :

Cluster Dendrogram

Height

dist(m)
hclust (*, "complete")




Commande R

4.4 Quelques commandes R

o D’abord, on met les données dans une matrice et on trace le nuage de points :

x=c¢(2, 7.5, 3, 0.5, 6, 2, 4, 3, 5, 4)
m = matrix(x, ncol = 2, nrow = 5)
plot(m)

o On calcule les distances euclidiennes :

| dist(m) |

o On met en cevre ’algorithme CAH avec la méthode du voisin le plus éloigné (complete linkage) :

hc = hclust(dist(m), "complete") ‘

On affiche les regroupements :



Commande R

On affiche les regroupements :

hc$merge

Cela renvoie :

[,11 [,2]
[1,] -1 -3
[2,] -2 -5
3,1 -4 1



Commande R

Ainsi, & la premiére étape, les individus wy et ws ont été regroupés, formant ainsi le groupe 1, a
la deuxiéme étape, wo et wy ont été regroupés, formant ainsi le groupe 2, a la troisiéme étape wy
et le groupe 1, ont été regroupés, formant ainsi le groupe 3, et pour finir, les groupes 2 et 3 ont
été regroupés.

o On affiche les écarts de regroupements :

hc$height

Cela renvoie : 1.414214 1.500000  3.354102  7.071068, rejoignant ainsi la conclusion de
I’exercice, a savoir :

— les éléments {w;} et {w3} ont été regroupés avec un écart de 1.41,

— les éléments {wo} et {ws} ont été regroupés avec un écart de 1.50,

— les éléments A = {wy, w3} et {wy} ont été regroupés avec un écart de 3.35,

— les éléments C' = {wy, A} et B = {wo,ws} ont été regroupés avec un écart de 7.07.



Commande R

o On trace le dendrogramme :

plot(hc, hang = -1)

o On peut demander a quel groupe chaque individu appartient suivant la hauteur des sauts avec

la commande cutree. Avec 2 groupes, on a :

‘ cutree(hc, k = 2)

o On peut alors afficher clairement les groupes :

rect.hclust(hc, 2)




Commande R

Cluster Dendrogram

Height

dist(m)
helust (*, "complete”)



Commande R

Avec la commande agnes, on propose :

x =c(2, 7.5, 3, 0.5, 6, 2, 4, 3, 5, 4)

m = matrix(x, ncol = 2, nrow = 5)
library(cluster)

ag = agnes(m, method = "average")
ag$merge

ag$height

cutree(ag, k = 2)

pltree(ag, hang = -1)

clusplot(m, cutree(ag, k = 2), labels = 3)




Commande R

On obtient

o le dendrogramme :

Dendrogram of agnes(x =m, method = "average")

Height

m
agnes (*, "average")



Qualité d’une partition

Qualité d'une partition

Quand une partition est-elle bonne ?
e Si les individus d'une méme classe sont proches

e Si les individus de 2 classes différentes sont éloignés

Et mathématiquement ca se traduit par?
e Variabilité intra-classe petite

e Variabilité inter-classe grande



Qualité d’une partition

Qualité d'une partition

X moyenne de x, X; moyenne de x dans la classe q
Q I / Q I
= _ =2
ZZx,q—x ZZX:q—Xq Z(Xq_x)
g=1i=1 qg=1i=1 g=1i=1

. J N J . J

Inertie totale Inertie intra

')




Qualité d’une partition

Qualité d'une partition

La qualité d'une partition est mesurée par :

Inertie inter
~ Inertie totale —

]7Inert_|ei...(., =0= Vq.X; = X : les classes ont méme moyennes
nertlet(ut.’\lv
Ne permet pas de classifier
Tinter — ] — Vi Xig = Xq @ indivi '1 classe identiques
ﬁlnertle..m 1 Vq,Vi,xiq = Xq : individus d
nertletnt.;\lv

Idéal pour classifier

Attention : ce critére ne peut étre jugé en absolu car il dépend du
nb d'individus et du nb de classes



CAH de W

Regroupe les objets de faible poids et

ard

e |nitialisation :

Méthode de Ward

1 classe = 1 individu == Inertie inter = 1

e A chaque étape : agréger les classes a et b qui minimisent la
diminution de l'inertie inter

Inertie(a) + Inertie(b) = Inertie(a U b) —

o
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Exemple: Ward

On considére la matrice de données X dans R? définie par

>
Il
-
“
w

e
ot
ot

On fait Palgorithme de CAH avec la méthode de Ward.

o Le tableau des écarts associé & Py = ({w1},...,{ws}) est

will 0o [1712] 1 | 562 | 10

wy || 17.12 0 10.62 25 1,12

w3 1 10.62 0 5.12 5

wy || 5.62 25 5.12 0 15.62

ws 10 1.12 5 15.62 0




Exemple: Ward

Par exemple, on a

1x1

o (2 752 4+ (2 -4)%) = 17.12.

e(wr,wa) =

Les éléments (individus) wy et w3 ont ’écart le plus petit : ce sont les éléments les plus proches.

On les rassemble pour former le groupe : A = {wi,w3}. On a une nouvelle partition de I :

P = ({wa}, {wa}, {ws}, A).

L’inertie intra-classes de P; est

| =

Iin.tra (Pl ) -



Exemple: Ward

o Le centre de gravité associé & A est le point g4 de coordonnées :

(2;32;3) — (2.5,25).

Le tableau des écarts associé a Py est

w9 Wy ws A

w9 0 25 1.12 | 18.16

w4 25 0 15.62 | 6.83

ws || 1.12 | 15.62 0 9.66

A || 18.16 | 6.83 | 9.66 0

Par exemple, on a




Exemple: Ward

Les éléments (individus) wo et wy sont les plus proches. On les rassemble pour former le groupe :

B = {w2,ws}. On a une nouvelle partition de I :
Py = ({wa}, A, B).
L’inertie intra-classes de P est
1

Tintra(P2) = 0.2 4+ - x 1.12 = 0.424.
J

o Le centre de gravité associé a B est le point gp de coordonnées (6.75,4).



Exemple: Ward

Le tableau des écarts associé a Py est

Wy 0 6.83 | 26.7

A | 6.83 0 20.31
B || 26.7 | 20.31 0
On a, par exemple,
2x2 .
e(B, A) = 2%2 ((6.75 — 2.5)2 + (4 — 2.5)2) = 20.31.

Les éléments wy et A sont les plus proches. On les rassemble pour former le groupe :

C = {wy4, A}. On a une nouvelle partition de I :
P3 = (B,0).
L’inertie intra-classes de P3 est

Tintra(Ps) = 0.424 + % X 6.83 = 1.79.
5



Exemple: Ward

o Le centre de gravité associé a C' est le point go de coordonnées :

2+3405 24+3+5
3 ’ 3

) — (1.83,3.33).

Le tableau des écarts associé a P3 est

B 0 29.58

C | 29.58 0

2 x 3
e(B,C) = 3 i S ((6.75 - 1.83)% + (4 - 3.33)2) = 20.58




Exemple: Ward

Il ne reste plus que 2 éléments, B et C'; on les regroupe. Cela donne la partition
P4 = {wl ..... w5} =T

L’inertie intra-classes de Py est
1
Tintra(Ps) = 1.79 + - x 29.58 = 7.706.
5

Cela termine I'algorithme de CAH.
Un indicateur qu’aucune erreur n’a été commise est 1'égalité : Zinrq(Ps) = Zior- On vérifie

alors cela : on a

I(N) = 0} + 03,

avec

n

1
op= 4| =D (r1; —71)? = 25807, o9 =
- E :
i=1

S|

n
D (w2 —T2)? = 1.0198,
i=1

Donc

Z(N) = 2.5807 4 1.0198% = 7.701.



Exemple: Ward

Quelques commandes R : Avec la commande agnes, on propose :

x=c(2, 7.5, 3, 0.5, 6, 2, 4, 3, 5, 4)
m = matrix(x, ncol = 2, nrow = 5)
library(cluster)

ag = agnes(m, method = "ward")

pltree(ag, hang = -1)




Exemple: Ward

On obtient :

Dendrogram of agnes(x = m, method = "ward")

Height

i

= ™ < o~ wn

m
agnes (*, "ward")

Comme le plus grand écart se situe entre les éléments B et C, on envisage de considérer ces deux

groupes.

Avec la commande agnes, notons que la formule :1/2 x écart de Ward a été utilisée pour les

hauteurs des branches du dendrogramme : on a /2 x 1 = 1.41, /2 x 1.12 = 1.49,
V2 x 6.83 = 3.69 et /2 x 29.58 = 7.69.



